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Résumé : 
 
Une méthode de détection de défauts en présence de non linéarités est proposée. Celle-ci est basée sur le 
principe de recalage de modèle éléments finis dans le domaine temporel. Une formulation mathématique 
est proposée dans le cas de systèmes à un degré de liberté ainsi qu’une autre fonction pour le cas de 
systèmes à plusieurs degrés de liberté présentant des non linéarités d’amortissement et/ou de raideur 
localisées. La technique de minimisation et d’optimisation utilisée permet de détecter, localiser et 
quantifier les défauts de raideur et de masse ainsi que le type et la forme de non linéarités. Les essais de 
simulation numérique ont permis de mettre en évidence la qualité de cette technique et l’efficacité des 
formulations mathématiques proposées dans la détection de défauts et de non linéarités localisées.  
 
Abstract : 
 
A damage detection method in presence of nonlinearities is proposed. This is based on the principle of 
finite element model updating in temporal domain.  Mathematical formulation is proposed in the case of 
single degree of freedom and multi degrees of freedom systems with damping and/or stiffness localised 
nonlinearities. The minimization and optimization techniques used allow detecting, locating and 
quantifying the defects of stiffness and mass including the type and the form of nonlinearities.  The 
simulated tests highlight the quality of this technique and the effectiveness of the mathematical 
formulations suggested in damage detection and nonlinearities localisation fields.   
 
Mots-clefs : non linéarités ; recalage ; détection de défauts 
 
1 Introduction 
 
Le but de l'identification de système est d'exploiter des mesures effectuées sur la structure 
réelle à l'aide des dispositifs de mesure de vibration pour estimer les paramètres de l’équation du 
mouvement de la structure. Le procédé d'identification  pour les systèmes linéaires a maintenant 
connu beaucoup de travaux et presque toutes les méthodes donnent des résultats analytiques 
acceptables. Le comportement non linéaire est souvent produit dans des applications réelles, il y 
a ainsi un intérêt considérable pour l'identification des caractéristiques dynamiques des 
structures non linéaires.  
L'identification de système non linéaire a commencé en 1979 par l'introduction de la 
méthode Restoring Force Surface  (RFS) par Masri et al. (1979). Depuis, de nombreuses 
méthodes ont été proposées. L’application de la transformée de Hilbert dans le domaine de 
l’identification des systèmes mécaniques a été utilisée dans le domaine fréquentiel par Simon et 
al. (1984) d’une part, puis, le domaine temporel d’autre part pour la résolution du problème 
inverse par Feldman (1994). L'utilisation des séries de Volterra dans le domaine de la 
dynamique de structure a commencé vers la fin des années 80 par le travail de Gifford et al. 
(1989). Elle a été également appliquée par plusieurs chercheurs comprenant Worden et al. 
(1999), ainsi que Kahn et al. (1999). Cependant, cette technique est associée à des inconvénients 
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tout à fait sérieux. Par exemple, la convergence de la série n'est pas toujours garantie, et elle 
exige également que les fonctions non linéaires soient suffisamment différentiables.  
Un grand nombre de ces méthodes est destiné aux systèmes à un degré de liberté, mais au 
progrès significatif dans l'identification de systèmes discrets à plusieurs degrés de liberté. 
Jusque là, des travaux d'extension sont faits pour les structures continues simples avec des non 
linéarités localisées : Wright et al. (2001) ont proposé une approche employant un modèle 
exprimé dans l’espace modal. Le principe de base de cette méthode vise à exécuter les étapes 
d’identification sur un seul mode ou un groupe de modes plutôt que de considérer tous les 
modes. Dans la contribution de Bellizzi et al. (2001),  l'identification du système non linéaire est 
basée sur l'approximation analytique de la densité de la puissance spectrale (PSD) avec les 
mesures. L'approximation PSD est représentée comme une fonction de matrice de réponse de 
PSD du système linéaire équivalent. Gibert et al. (2001), ont présenté une méthode où le modèle 
de réponse fréquentielle est basé sur le concept de mode normal. Le modèle modal non linéaire 
de la structure est calculé  par le lissage des données mesurées avec la fonction de flexibilité non 
linéaire. 
 
2 Formulation non linéaire proposée 
 
2.1. Non linéarités de raideur 
 
L'équation du mouvement d'une  structure vibrante non linéaire est donnée par 
 ( ) )()(),()()()( tftytyftkytybtym NL =+++ &&&&  (1) 
où le vecteur fNL représente la fonction non  linéaire du déplacement et de la vitesse. 
Les non linéarités de raideur peuvent provenir de deux causes différentes ; soit il existe 
dans la structure étudiée des termes purement non linéaires dans la modélisation de la raideur, 
soit celle-ci reste constante sur des plages données de déplacements. De façon générale, on écrit 
que le système vérifie  
 ( ) ( ) ( )( ) )(tftytyctym =++ κ&&&  (2) 
où κ décrit la non linéarité de raideur. 
Raideurs polynomiales : La non linéarité peut provenir du fait que les forces de rappel du 
système sont des fonctions polynomiales du déplacement, de degré deux au moins. L’exemple 
le plus couramment étudié est l’oscillateur Duffing, pour lequel 
 ( )( ) ( ) ( )tyktkyty 33+=κ  (3) 
où k3 peut être positif ou négatif : 
si k3>0, le système est dit rigidifiant « hardening », car pour des hauts niveaux 
d’excitation, la force de rappel est plus grande que pour un système de raideur linéaire ; 
si k3<0, le système est dit adoucissant « softening », mais il faut noter que ce système n’a 
pas de sens physique tel quel, car l’adoucissement fait que le signe de la force de rappel change 
à partir d’un certain point ; en pratique, le terme cubique est toujours accompagné de termes 
d’ordre supérieur avec des coefficients positifs. 
L’exemple qui aurait pu paraître a priori le plus simple est celui de la raideur quadratique, 
qui est telle que 
 ( )( ) ( ) ( )tyktkyty 22+=κ  (4) 
Mais comme ce système devient instable quand le niveau d’excitation est trop élevé, on 
préfère remplacer la raideur quadratique par un terme de la forme ( ) ( )tytyk2 , et alors l’étude 
est similaire à celle de l’oscillateur Duffing, quoique légèrement plus complexe à mener. 
Raideurs multilinéaires : La non linéarité peut être provoquée par des forces de rappel qui sont 
des fonctions linéaires du déplacement, de pentes différentes suivant la zone de déplacements 
dans laquelle la structure évolue.  
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 Un premier exemple concerne le cas de la raideur bilinéaire : la raideur du système est 
différente selon qu’il est sollicité en traction ou en compression, comme ce qui est observé chez 
les absorbeurs de chocs 
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Deux autres cas de figure sont ceux dits saturation et dégagement qui vérifient 
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Il s’agit en fait d’un système linéaire, sur lequel s’ajoute ou se soustrait une raideur 
additionnelle, nulle sur un certain domaine de déplacements [-d, +d]; on rencontre ce 
comportement dans les assemblages tels que ceux de l’industrie aéronautique : avec k1=0 et k2  
« très grand », on traduit une condition de type contact. 
 
2.2. Non linéarités d’amortissement 
 
De même que pour la raideur, les non linéarités d’amortissement relèvent de deux causes 
principales, et l’écriture générale de l’équation d’équilibre est   
 ( ) ( )( ) ( ) )(tftkytytym =++ &&& χ  (7) 
où χ décrit la non linéarité d’amortissement. 
Amortissement polynomial : L’exemple le plus courant est celui du frottement fluide à grande 
vitesse, qui vérifie 
 ( )( ) ( ) ( ) ( )tytybtybty &&&& 2+=χ  (8) 
Terme qui traduit l’action d’un fluide en écoulement rapide autour d’un objet solide. 
Amortissement multilinéaire : Le cas de figure essentiel est le frottement de Coulomb, que l’on 
peut modéliser par  
 ( )( ) ( )( )tysngbty F && =χ  (9) 
Généralement, il est accompagné du phénomène de dégagement. Il faut d’ailleurs noter 
que, contrairement à la plupart des systèmes non linéaires, les effets du frottement de Coulomb 
ne sont vraiment sensibles que pour de faibles niveaux d’excitation. Pour des forces 
importantes, l’effet du frottement devient négligeable, et le système a un comportement 
pratiquement linéaire. 
 
2.3. Forme générale des non linéarités dans le domaine temporel 
 
La forme la plus générale des non linéarités est la combinaison des équations (2) et (3) qui 
donnent 
 ( ) ( )( ) ( )( ) )(tftytytym =++ κχ &&&  (10) 
En comparant cette dernière à l’équation (1) on obtient  
 ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )tytytytyftkytybtyty NL κχν +=++= &&&& ,,  (11) 
Notons que ( ) ( )( tyty &, )ν  comporte les parties linéaires et non linéaires d’amortissement et 
de raideur, forme intéressante dans le cas de l’identification simultanée de défauts de 
modélisation linéaires et non linéaire. 
D’une manière générale nous pouvons écrire 
 ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )0122330122, ktyktyktykbtybtybtyty ++++++= &&&ν  (12) 
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Dans le cas de systèmes à plusieurs degrés de liberté, cette équation doit s’appliquer à tous 
les ddls. En considérant les non linéarités possibles et générales, on obtient en généralisant 
l’équation (12) 
 , σ=1, n (13) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )∑∑ ∑∑ ∑∑
= = = = = =
⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛ +=
n
i
n
j k l k l
l
j
k
iklij
l
j
k
iklij tytytytytytyv
1 1
2
0
1
0
1
0
1
0
, &&& σσσ ημ
avec { } ( ){ } { } tieFyyyM ων =+ ,&&&  (14) 
Pour le système à un ddl : σ=1, i=1 et j=1 
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Cette formulation nous permet d’identifier les paramètres μ et η qui identifient 
complètement l’amortissement et la raideur du système avec leurs parties linéaire et non 
linéaire. Cette stratégie est la base de la méthode d’identification proposée dans le domaine non 
linéaire. 
 
3. Méthodes d’identifications 
  
3.1. Méthode d’identification proposée 
 
Après avoir explicité les formulations générales dans le domaine temporel, nous pouvons  
élaborer une méthode d’identification des défauts en présence de non linéarités. La méthode 
proposée consiste à exploiter la représentation générale explicite présentée dans le domaine 
temporel. Pour cela nous utilisons l’approximation au sens des moindres carrés pour la détection 
de défauts et l’identification des paramètres non linéaires. Pour ce faire, un ensemble de 
mesures est nécessaire. Le problème consiste alors à minimiser l’erreur entre les réponses 
temporelles mesurées et analytiques  
 ( ){ } ( ){ } ( ){ }tytyte analytiquemesure ,,ημ−=  (16) 
La réponse analytique ( ){ }tyanalytique ,,ημ , est déterminée à partir de l’équation du 
mouvement (1) en utilisant l’algorithme de Runge-Kutta pour la résolution des systèmes 
d’équations non linéaires. La mesure ( ){ }tymesure  étant effectuée à l’instant t. Le système est 
complètement déterminé lorsque les paramètres {μ} et {η} sont identifiés. 
L’erreur à minimiser par la méthode des moindres carrés est  
  (17) ( ){ } ( ){ }(∑
=
=
ft
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δ )
3.2. Application au cas d’un système à quatre ddls 
 
Considérons le système non linéaire à quatre degrés de liberté ci-dessous. On désire 
identifier le paramètre non linéaire de raideur knl.  
L’équation du mouvement est de la forme 
 ( ) FyyvKyyCyM =+++ &&&& ,  (18) 
avec  , σ=1,4 (19) ( ) ∑∑ ∑∑ ∑∑
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Pour cette application, nous nous limitons à l’identification de non linéarités sans existence 
de défauts, ce qui nous limite au cas où 010011001 ==== ijijijij σσσσ ηημμ . 
Données : mi=3kg, ci=0.3 mN/s, k1=k4=1kN/m, k2=k3=0.8kN/m et knl= 0.1kN/m3
4 
18ème Congrès Français de Mécanique Grenoble, 27-31 août 2007 
 
FIG. 1 – Système à quatre degrés de liberté à non linéarité de raideur  
 
 
FIG. 2 – Représentation du décalage dû à la non linéarité pour chaque ddl 
 
FIG. 3 – Comparaison des réponses temporelles après correction pour le ddl 4 
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Pour ce qui est de ce système, on considère qu’il existe des non linéarités de raideur 
cubique entre toutes les masses. La fonction non linéaire se réduit alors à 
 , σ=1, 4 ( ) ( )( ) ∑
=
=
4
1
3,
i
inli yktytyv &σ
Les résultats obtenus permettent d’identifier et de localiser les paramètres non linéaires 
knl1=9.43N/m3, knl2=7.8N/m3, knl3=11.12N/m3, knl4=85.10N/m3. Ce qui est illustré sur la figure 3. 
 
4 Conclusions 
 
Une méthode de détection de défauts en présence de non linéarité basée sur une 
formulation analytique globale a été proposée. Testée sur un système discret à quatre degrés de 
liberté, la méthode montre de très bonnes qualités de détection et identification de non linéarités. 
La représentation globale proposée  permet de résoudre mathématiquement un problème 
non linéaire, mais elle risque de donner des résultats qui donnent une réponse temporelle très 
proche des mesures mais physiquement incorrects. Pour remédier à cela, on doit changer de 
configuration initiale supposée, c'est-à-dire réduire le nombre d’inconnues.  
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